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确定时间序列协方差函数的方法

傅惠民
(北京航空航天大学 小样本技术研究中心,北京　100083)

摘要: 提出一种确定时间序列协方差函数的方法,它首先根据 (多元)时间序列构造其互协方差函数随机序

列、互相关函数随机序列或自协方差函数随机序列、自相关函数随机序列,然后采用谱分析和多点平均方法对

互协方差函数随机序列、互相关函数随机序列或自协方差函数随机序列、自相关函数随机序列的趋势项进行

分离,分别求得其周期项和非周期项的函数表达式,再综合给出整个趋势项函数。从而得到原时间序列的互

协方差函数、互相关函数或自协方差函数、自相关函数的函数形式,并通过最小二乘方法确定其中的待定参

数。该方法可用于时间序列协方差函数的建模、分析和预测,并且计算简单易行、精度高,便于实际应用。
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Abstract: A m ethod fo r determ in ing covariance functions of tim e series is p resen ted. F irst, it

can construct a series of cross covariance, cross co rrelation, auto2covariance or auto2correlation

function according to the tim e series. T hen, it can determ ine the trend term of the cross covari2
ance, the cross co rrelation, the auto2covariance or the auto2correlation function series, w h ich ob2
tain s no t on ly the periodic function of the trend term by the spectral analysis but also the nonperi2
odic function by m ultip le2po in t averaging, and syn thesizes the in tegral function of the trend term.

T he functional fo rm of the cross covariance, the cross co rrelation, the auto2covariance or the au2
to2correlation function can be derived from the trend function. Besides, its param eters are estim at2
ed by the least squares m ethod. T he p resen ted m ethod is credible and easily available fo r model2
ing, analysis and fo recast of the covariance and the correlation function of tim e series.

Key words: aerospace p ropulsion system ; tim e series; m ultivariate GA RCH;

non2stationary series; m ean function; variance function; covariance function

　　多元时间序列的协方差矩阵可用于研究各个

变量的波动大小以及它们之间的相关性,在信号

处理、故障诊断、金融风险分析等领域有着广泛的

应用,国内外对多元时间序列协方差矩阵的计算

问题进行了大量研究[1 ]。1982年 Engle提出自回
归条件异方差 (A RCH )模型[2 ] ,也因此获得 2003

年度诺贝尔奖。1986 年Bollerslev 进一步建立广



义自回归条件异方差 (GA RCH )模型[3 ]。为了解决

多元 GA RCH 模型参数难于准确估计的问题,后

来又发展了许多简化模型, 如BEEK 模型、对角

多元 GA RCH 模型、常相关系数多元 GA RCH 模

型等,但是均未能最终解决参数估计难的问题。文

献[ 4 ]另辟蹊径,提出一种确定时间序列均值函数

和方差函数的方法;文献[ 5 ]则给出一种确定广义

时变A RM A 模型参数函数的方法; 本文进一步

建立确定时间序列协方差函数的方法,该方法不

但便于计算和实际应用,且适用于各种分布情况。

1　协方差函数随机序列

1. 1　自协方差函数随机序列

　　定义 1　设 X ( t) 为二阶矩时间序列, Λ( t)

= E X ( t) 和 Ρ2 ( t) = V ar X ( t) 分别为其均值

函数和方差函数, 则 X ( t)X ( t+ Σ) 称为序列

X ( t) 的自相关函数随机序列,记作 RδX ( t, Σ) ;

[X ( t) - Λ( t) ] [X ( t+ Σ) - Λ( t+ Σ) ] 称为 序 列

X ( t) 的 自 协 方 差 函 数 随 机 序 列, 记 作

C
δ

X ( t, Σ) ,其中 Σ为整数。
显然, 序列 R

δ
X ( t, Σ) 的趋势项等于序列

X ( t) 的自相关函数R X ( t, Σ) ,即:

R X ( t, Σ) =

E RδX ( t, Σ) = E X ( t)X ( t + Σ) (1)

同 样, 序 列 C
δ

X ( t, Σ) 的 趋 势 项 等 于 序 列

X ( t) 的自协方差函数CX ( t, Σ) ,即:

CX ( t, Σ) = E CδX ( t, Σ) =

E [X ( t) - Λ( t) ] [X ( t + Σ) - Λ( t + Σ) ]

(2)

式中序列 X ( t) 的均值函数 Λ( t)和方差函数

Ρ2 ( t)可由文献[ 4, 5 ]方法确定。

1. 2　互协方差函数随机序列

　　定义 2　设 X ( t) 为向量序列 (多元时间序

列) , 其中 X ( t) = [X 1 ( t) , X 2 ( t) , ⋯, X m ( t) ]T , Λi

( t) = E X i ( t) 和 Ρ2
i ( t) = V ar X i ( t) 为其均值函

数和方差函数, 则 X i ( t)X j ( t+ Σi j ) 称为向量序

列 X ( t) 的互相关函数随机序列,记作 R
δ

i j ( t) ;

[X i ( t) - Λi ( t) ] [X j ( t+ Σi j ) - Λj ( t+ Σi j ) ] 称为

向量序列 X ( t) 的互协方差函数随机序列,记作

Cδi j ( t) ,其中 Σi j称为滞后时间,它可用于研究序

列 X i ( t) 和 X j ( t) 之间产生最大影响的时间

差。若取 Σi j = 0,则 Rδi j ( t) 和 Cδi j ( t) 分别为通

常意义下的互相关随机序列和互协方差随机序

列, i, j = 1, 2,⋯, m ,且 i≠j。

　　同样, 序列 R
δ

i j ( t) 的趋势项等于向量序列

X ( t) 的互相关函数R i j ( t) ,即:

R i j ( t) = E Rδi j ( t) = E X i ( t)X j ( t + Σi j )

i, j = 1, 2,⋯,m ,且 i≠ j (3)

序列 Cδi j ( t) 的趋势项等于向量序列 X ( t) 的互

协方差函数C i j ( t) ,即:

C i j ( t) = E Cδi j ( t) =

E [X i ( t) - Λi ( t) ] [X j ( t + Σi j ) - Λj ( t + Σi j ) ]

i, j = 1, 2,⋯,m ,且 i≠ j (4)

式中向量序列 X ( t) 的均值函数 Λi ( t)和方差函

数 Ρ2
i ( t) ( i= 1, 2,⋯, m )可由文献[ 4, 5 ]方法确定。

2　时间序列协方差函数形式的确定

　　设RδX ( t, Σ)、CδX ( t, Σ)和Rδi j ( t)、Cδi j ( t) , t= 1, 2,

⋯, n, 分别为序 列 RδX ( t, Σ) 、 CδX ( t, Σ) 和

R
δ

i j ( t) 、 C
δ

i j ( t) 的一个样本, 则可采用文献

[ 4 ]中方法确定序列 R
δ

X ( t, Σ) 、 C
δ

X ( t, Σ) 和

R
δ

i j ( t) 、C
δ

i j ( t) 趋势项的函数形式 ( i, j = 1, 2,

⋯,m ,且 i≠j )。下面将给出确定序列 C
δ

i j ( t) 趋

势项的具体步骤, 序列 R
δ

X ( t, Σ) 、 C
δ

X ( t, Σ) 和

R
δ

i j ( t) 的趋势项也可按同样步骤确定, 这里不

再赘述。

2. 1　确定非周期趋势项的多点平均方法

　　对于趋势项为非周期函数的情况,可按下面

步骤确定序列 C
δ

i j ( t) 的趋势项。

　　 (1)将序列 Cδi j ( t) 的一个样本C
δ

i j ( t) , t= 1,

2,⋯, n, 进行分段 (相邻的各段之间可以部分重

叠,也可采用加权平均) ,每段有 r个样本值,并求

其平均值:

tγk =
1
r ∑

k r

t= (k- 1) r+ 1
t (5)

Cθ i j k =
1
r ∑

k r

t= (k- 1) r+ 1
Cδi j ( t) (6)

得到一组平均值数据 ( tγk , Cθ i j k ) , k = 1, 2, ⋯, h, 其

中 h 为分段的总数, r的大小由样本C
δ

i j ( t) , t= 1,

2,⋯, n 的波动性大小而定,通常选取的 r可为数

据总量的 1ö10、1ö20、1ö50等。

　　 (2)对该组平均值数据 ( tγk , Cθ i j k) , k= 1, 2,⋯,

h , 进行拟合,得到拟合函数 f ( t) , 该函数即为序

列 C
δ

i j ( t) 的趋势项。

2. 2　确定周期趋势项的谱分析方法

　　对于趋势项为周期函数的情况,可采用谱分
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析方法对序列 C
δ

i j ( t) 进行谱分析, 从而确定序

列 C
δ

i j ( t) 的周期趋势项。为了便于理解和掌握,

下面给出一种简单、直观的样本周期图方法。

(1) 首先根据序列的一个样本Cδi j ( t) , t= 1,

2,⋯, n,采用样本周期图[1 ]计算得:

Cδi j ( t) = Cθ i j +

∑
M

k= 1
Αkcos[Ξk ( t - 1) ] + Βk sin [Ξk ( t - 1) ]

t = 1, 2,⋯, n (7)

　　对于 n 为奇数情况,M = (n- 1) ö2,式 (7)中

各参数由下面诸式给出:

Αk =
2
n∑

n

t= 1
C
δ

i j ( t) cos[Ξk ( t - 1) ] (8)

Βk =
2
n∑

n

t= 1
Cδi j ( t) sin [Ξk ( t - 1) ] (9)

A k = Αk
2 + Βk

2 (10)

Cθ i j =
1
n∑

n

t= 1

Cδi j ( t) (11)

Ξk =
2kΠ

n
(12)

　　对于 n 为偶数情况,M = nö2,当 k= 1, 2,⋯,

M - 1时, Αk 和 Βk 仍由式 (8)和 (9)计算; 当 k= M

时,则有 ΑM =
1
n∑

n

t= 1

(- 1) t- 1C
δ

i j ( t) , ΒM = 0。

(2) 对于幅值序列A 1, A 2,⋯, A M 而言,若在

某一幅值 A l 处出现明显的波峰, 即 A l 明显比

A l- 1和A l+ 1等周围的幅值大,那么根据样本周期

图可知,频率为 Ξl 的周期项存在。若 Αl (或 Βl)又

明显地比 Βl (或 Αl)大,那么又可以进一步明确频

率为 Ξl 的周期项是 Αlcos[Ξl ( t- 1) ] (或 Βl sin [Ξl ( t

- 1) ])。对于存在多个明显波峰的情况,其周期项

为各个波峰所对应的周期项之和∑
l

Αlco s[Ξl ( t

- 1) ] + Βl sin [Ξl ( t - 1) ] 。

2. 3　一般趋势项的确定方法

　　对于一般的情况,趋势项中往往既有非周期

函数,又有周期函数,此时可按下面步骤确定序列

C
δ

i j ( t) 的趋势项。

(1) 采用谱分析方法对样本 C
δ

i j ( t) , t= 1, 2,

⋯, n 进行处理,求得序列 Cδi j ( t) 趋势项中周期

函数∑
l

Αlcos[Ξl ( t - 1) ] + Βl sin [Ξl ( t - 1) ] 。

(2) 对样本Cδi j ( t) - ∑
l

Αlcos[Ξl ( t - 1) ] +

Βl sin [Ξl ( t - 1) ] , t= 1, 2,⋯, n,采用多点平均法

求得序列 C
δ

i j ( t) 趋势项中的非周期函数 f ( t)。

此时, r= en t (2ΠöΞm in) ,其中 Ξm in为 Ξl 中的最小频

率。

(3) 对样本Cδi j ( t) - f ( t) , t= 1, 2,⋯, n,采用

谱分析方法进行处理, 重新求得序列 Cθ i j ( t) 趋

势项中的周期函数 ∑
l

Αlco s[Ξl ( t - 1) ] +

Βl sin [Ξl ( t - 1) ] 。

(4) 重复步骤 (2)和 (3) ,直到非周期函数

f ( t ) 和 周 期 函 数 ∑
l

Αlco s[Ξl ( t - 1) ] +

Βl sin [Ξl ( t - 1) ] 中的各参数计算值稳定或满足

一定的精度要求为止, 最终得到序列 C
δ

i j ( t) 趋

势项的函数形式 f ( t) + ∑
l

Αlcos[Ξl ( t - 1) ] +

Βl sin [Ξl ( t - 1) ] 。

3　互协方差函数的确定

　　设 C i j (ci j , t)为根据上述方法得到的向量序

列 X ( t) 互协方差函数 C i j ( t)的函数形式,其中

ci j = (ci j 0, ci j 1,⋯, ci j h i j
) T , i, j = 1, 2,⋯, m ,且 i≠

j。那么可由下面诸式求得待定参数 ci j = (ci j 0,

ci j 1,⋯, ci j h i j
) T

5Q i j ö5 ci j = 0 (13)

式中

Q i j = ∑
n

t= 1
C
δ

i j ( t) - C i j (ci j , t)
2

(14)

　　若C i j (ci j , t)具有如下函数形式:

C i j (ci j , t) = ∑
h i j

k= 0

ci j kΚi j k ( t) (15)

式中 Κi j 0 ( t) = 1, Κi j k ( t)为已知函数, k= 1, 2, ⋯,

h i j。那么根据式 (13)可以求得待定参数 ci j =

(ci j 0, ci j 1,⋯, ci j h i j
) T 为:

ci j 0 = Cθ i j - ∑
h i j

k= 1
ci j kΚγi j k (16)

(ci j 1, ci j 2,⋯, ci j h i j
) T = L - 1

i j L i j Κ (17)

式中

Cθ i j =
1
n∑

n

t= 1
Cδi j ( t) (18)

Κγi j k =
1
n∑

n

t= 1

Κi j k ( t)　　k = 1, 2,⋯, h i j (19)

L i j = ( li j k l) h i j×h i j
(20)

li j k l = ∑
n

t= 1

Κi j k ( t) - Κγi j k Κi j l ( t) - Κγi j l

k, l = 1, 2,⋯, h i j (21)

219 航 空 动 力 学 报 第　20　卷



L i j Κ = ( li j 1, li j 2,⋯, l i j h i j
) T (22)

li j k = ∑
n

t= 1

Cδi j ( t) - Cθ i j Κi j k ( t) - Κγi j k

k = 1, 2,⋯, h i j (23)

　　根据向量序列 X ( t) 互协方差函数 C i j (ci j ,

t)可以进一步求得互相关系数函数Θi j ( t)为:

Θi j ( t) =
C i j (ci j , t)

Ρi ( t) Ρj ( t + Σi j )

i, j = 1, 2,⋯,m ,且 i≠ j (24)

4　互相关函数的确定

　　设 R i j (c
3
i j , t)为根据第 2 节方法得到的向量

序列 X ( t) 互相关函数 R i j ( t)的函数形式, i, j =

1, 2, ⋯, m , 那么待定参数 c
3
i j = (c

3
i j 0, c

3
i j 1, ⋯,

c
3
i j h3

i j
) T 可由下面诸式求得:

5Q 3
i j ö5c3

i j = 0 (25)

式中

Q 3
i j = ∑

n

t= 1
R
δ

i j ( t) - R i j (c3
i j , t)

2
(26)

　　若R i j (c
3
i j , t)具有如下函数形式:

R i j (c3
i j , t) = ∑

h3
i j

k= 0
c3

i j kΚ3
i j k ( t) (27)

式中 Κ3
i j 0 ( t) = 1, Κ3

i j k ( t)为已知函数, k = 1, 2, ⋯,

h
3
i j。那么根据式 (25)可以求得待定参数 c3

i j =

(c
3
i j 0, c

3
i j 1,⋯, c

3
i j h3

i j
) T 为:

c3
i j 0 = Rθ i j - ∑

h3
i j

k= 1
c3

i j kΚγ3
i j k (28)

(c3
i j 1, c3

i j 2,⋯, c3
i j h3

i j
) T = L - 1

i j L i j Κ (29)

式中

Rθ i j =
1
n∑

n

t= 1
Rδi j ( t) (30)

Κγ3
i j k =

1
n∑

n

t= 1
Κ3

i j k ( t)　　k = 1, 2,⋯, h3
i j (31)

L i j = ( li j k l) h3
i j×h3

i j
(32)

li j k l = ∑
n

t= 1
Κ3

i j k ( t) - Κγ3
i j k Κ3

i j l ( t) - Κγ3
i j l

k, l = 1, 2,⋯, h 3
i j (33)

L i j Κ = ( li j 1, li j 2,⋯, l i j h3
i j

) T (34)

li j k = ∑
n

t= 1
R
δ

i j ( t) - Rθ i j Κ3
i j k ( t) - Κγ3

i j k

k = 1, 2,⋯, h3
i j (35)

5　自协方差函数的确定

　　设CX (cΣ, t, Σ)为根据第 2节方法得到的序列

X ( t) 自协方差函数 CX ( t, Σ)的函数形式,其中

cΣ= (cΣ 0, cΣ 1,⋯, cΣ hΣ)
T , Σ= 1, 2,⋯。那么可由下面

诸式求得待定参数 cΣ= (cΣ 0, cΣ 1,⋯, cΣhΣ)
T

5Q Σö5 cΣ = 0 (36)

式中

Q Σ = ∑
n

t= 1
C
δ

X ( t, Σ) - CX (cΣ, t, Σ)
2

(37)

　　若CX (cΣ, t, Σ)具有如下函数形式:

CX (cΣ, t, Σ) = ∑
hΣ

k= 0

cΣ kΚΣk ( t) (38)

式中 ΚΣ 0 ( t) = 1, ΚΣ k ( t)为已知函数, k= 1, 2,⋯, hΣ。

那么根据式 (36)可以求得待定参数 cΣ= (cΣ 0, cΣ 1,

⋯, cΣ hΣ
) T 为:

cΣ 0 = CθΣ - ∑
hΣ

k= 1
cΣkΚγΣ k (39)

(cΣ 1, cΣ 2,⋯, cΣhΣ)
T = L - 1

Σ L Σ Κ (40)

式中

CθΣ =
1
n∑

n

t= 1

CδX ( t, Σ) (41)

ΚγΣk =
1
n∑

n

t= 1
ΚΣ k ( t)　　k = 1, 2,⋯, hΣ (42)

L Σ = ( lΣk l) hΣ×hΣ (43)

lΣk l = ∑
n

t= 1

ΚΣ k ( t) - ΚγΣk ΚΣ l ( t) - ΚγΣ l

k, l = 1, 2,⋯, hΣ (44)

L Σ Κ = ( lΣ 1, lΣ 2,⋯, lΣhΣ)
T (45)

lΣ k = ∑
n

t= 1

CδX ( t, Σ) - CθΣ ΚΣ k ( t) - ΚγΣ k

k = 1, 2,⋯, hΣ (46)

　　由序列 X ( t) 自协方差函数CX (cΣ, t, Σ)可以

进一步求得自相关系数函数ΘX ( t, Σ)为:

ΘX ( t, Σ) =
CX (cΣ, t, Σ)

Ρ( t) Ρ( t + Σ)　Σ= 1, 2,⋯ (47)

6　自相关函数的确定

　　设R X (c
3
Σ , t, Σ)为根据第 2节方法得到的序列

X ( t) 自相关函数R X ( t, Σ)的函数形式, Σ= 0, 1,

2,⋯。那么待定参数 c
3
Σ = (c

3
Σ 0, c

3
Σ 1,⋯, c

3
Σ h3

Σ ) T 可由

下面诸式求得:

5Q 3
Σ ö5 c3

Σ = 0 (48)
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式中

Q 3
Σ = ∑

n

t= 1
RδX ( t, Σ) - R X (c3

Σ , t, Σ)
2

(49)

　　若R X (c3
Σ , t, Σ)具有如下函数形式:

R X (c3
Σ , t, Σ) = ∑

h3
Σ

k= 0
c3

Σ kΚ3
Σk ( t) (50)

式中 Κ3
Σ 0 ( t) = 1, Κ3

Σk ( t)为已知函数, k = 1, 2, ⋯,

h
3
Σ。那么根据式 (48)可以求得待定参数 c3

Σ = (c
3
Σ 0,

c
3
Σ 1,⋯, c

3
Σ h3

Σ ) T 为:

c3
Σ 0 = RθΣ - ∑

h3
Σ

k= 1
c3

Σ kΚγ3
Σk (51)

(c3
Σ 1, c3

Σ 2,⋯, c3
Σ hΣ)

T = L - 1
Σ L ΣΚ (52)

式中

RθΣ =
1
n∑

n

t= 1

RδX ( t, Σ) (53)

Κγ3
Σ k =

1
n∑

n

t= 1
Κ3

Σ k ( t)　　k = 1, 2,⋯, h 3
Σ (54)

L Σ = ( lΣ k l) h3
Σ ×h3

Σ (55)

lΣ k l = ∑
n

t= 1
Κ3

Σ k ( t) - Κγ3
Σ k Κ3

Σ l ( t) - Κγ3
Σ l

k, l = 1, 2,⋯, h 3
Σ (56)

L Σ Κ = ( lΣ 1, lΣ 2,⋯, lΣh3
Σ ) T (57)

lΣ k = ∑
n

t= 1
RδX ( t, Σ) - RθΣ Κ3

Σk ( t) - Κγ3
Σ k

k = 1, 2,⋯, h3
Σ (58)

7　向量序列条件协方差矩阵

　　定义 3　设 X ( t) 为向量序列,其中X ( t) =

[X 1 ( t) , X 2 ( t) ,⋯, X m ( t) ]T , Λi ( t) = E X i ( t) 和

Ρ2
i ( t) = Ρ2

0 i I
2
i ( t) = V ar X i ( t) 分别为其均值函数

和方差函数,若 Y( t) 为协方差平稳向量序列[1 ] ,

其中 Y ( t) = [ Y 1 ( t) , Y 2 ( t) , ⋯, Ym ( t) ]T , Y i ( t) =

[X i ( t) - Λi ( t) ]öI i ( t) , i= 1, 2,⋯, m ,则 X ( t) 称

为相关系数平稳向量序列。

由文献 [ 1 ]可知, 协方差平稳向量序列

Y( t) 可表示为:

Y( t) = 5 1Y( t - 1) + 5 2Y( t - 2) + ⋯ +

5 p Y( t - p ) + Εt - ( 1Εt- 1 - ⋯ - ( qΕt- q

(59)

式中 5 i是自回归系数m×m 矩阵, i= 1, 2,⋯, p ;

( i 是滑动平均系数m ×m 矩阵, i= 1, 2, ⋯, q; Εt

是m×1白噪声向量:

E (Εt) = 0 (60)

E [ΕtΕT
t- k ]

0　k ≠ 0

8　k = 0
(61)

其中 8= ΡΕ i j m×m为对称正定矩阵。

对于向量序列 X ( t) 的一个样本 X ( t) , t=

1, 2,⋯, n,首先可由文献[ 4, 5 ]求得 Λi ( t)和 I i ( t) ,

并通过变换 Y i ( t) = [X i ( t) - Λi ( t) ]öI i ( t) ,得到协

方差平稳向量序列 Y( t) 的一个样本 Y( t) , t= 1,

2,⋯, n,然后再根据文献[ 1 ]方法求得 8。可以证
明,向量序列 X ( t) 在前 n 个观测值X ( t) , t= 1,

2,⋯, n,已知条件下的协方差矩阵 2 由下式给出:

2 = I i ( t) I j ( t) ΡΕ i j m×m (62)

8　结　论

　　 (1) 均值随机序列{Λδ( t) }= {X ( t) }、方差随

机序列{Ρδ2 ( t) }= {[X ( t) - Λ( t) ]2}、标准差随机序

列{Ρδ( t) }= c1{ûX ( t) - Λ( t) û}或 c2{ûX ( t+ 1) - X

( t) - Λ( t+ 1) + Λ( t) û} [4 ]、自协方差函数随机序列

{C
δ

X ( t, Σ) }、自相关函数随机序列{R
δ

X ( t, Σ) }、互协

方差函数随机序列{Cδi j ( t) }、互相关函数随机序

列{Rδi j ( t) }等随机序列的样本均值和样本方差是

重要的特征量,它们在故障诊断、金融风险评估等

领域有广泛应用。

( 2) 与多元 GA RCH 模型相比,式 (62)给出

的条件协方差矩阵更加精确,且计算更加简单,便

于实际应用。
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